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Introducción

Motivación

Universalidad 1

Werner Heisenberg y Eugene Wigner
1The statistical properties of the city transport in Cuernavaca (Mexico) and random matrix

ensembles. J. Phys. A: Math. Gen. 33 (2000) L229–L234.
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Introducción

Antecedentes

Las matrices aparecen en muchas áreas de las ciencias, desde las matemáticas
hasta la f́ısica, ciencias de la computación, bioloǵıa, econoḿıa y finanzas
cuantitativas.

En muchas circunstancias las matrices que encontramos al modelar un fenómeno
son grandes y sin una estructura particular.

Eugene Wigner descubrió que es posible (en muchas circunstancias) reemplazar
una matriz grande y compleja (pero determinista) por un elemento t́ıpico de un
cierto ensemble de matrices aleatorias.

La idea de Wigner supone el concepto de universalidad: la distribución estad́ıstica
de valores propios no dependen de la matriz especifica que representa al sistema,
sino de su simetŕıa.

Esta idea ha sido increiblemente fructifera y ha llevado al desarrollo de un
subcampo de la f́ısica matemática denominado Teoŕıa de Matrices Aleatorias.

A continuación vamos a investigar los casos más simples de ensembles de matrices
aleatorias.
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Introducción

Definición

¿Qué es una matriz aleatoria? Una matriz cuyos elementos son variables
aleatorias

La teoŕıa de matrices aleatorias (RMT) reemplaza matrices deterministas por
matrices aleatorias

Cuando se trabaja con matrices muy complicadas RMT reemplaza la matriz
del sistema por una aleatoria y calcula promedios (aśı como las propiedades
estad́ısticas de interés).
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Introducción

Ejemplo

Consideremos una matriz HN×N con elementos i.i.d. tal que Hij ∼ N(0, 1), para
i , j = 1, . . . , p. Ejemplo(p = 3):

H =

 1.24 0.05 −0.87
−0.18 0.78 −1.31
−0.49 −0.62 0.03

 (1)

Notamos que Hij 6= Hji .

A cada realización la llamamos muestra del ensemble.

En general, los eigenvalores de H son complejos. Para obtener valores propios
reales simetrizamos nuestra matriz H. Una ejmplo de simetrización es

Hs = (H + H ′)/2→ Hs = H ′s (2)
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Introducción

GOE

En nuestro ejemplo

H =

 1.24 −0.065 −0.68
−0.065 0.78 −0.965
−0.68 −0.965 0.03

 (3)

Con la convenciencia de que λ ∈ {−0.8, 1.1, 1.7} son reales.

¡Felicidades! ha producido su primera matriz aleatoria a partir del ensemble
ortogonal gaussiano (GOE).
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Introducción

GUE

En el caso de una matriz hermitiana, por ejemplo

Hher =

(
0.3252 0.3077 + 0.2803i

0.3077− 0.2803i −1.7115

)
(4)

donde Hher = HH
her .

Tenemos ahora una realización del ensemble unitario gaussiano (GUE), con la
caracteristica de que las entradas son complejas, mientras que los eigenvalores son
reales.

Especificamente en nuestro ejemplo λ ∈ {−1.79, 0.406}
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Introducción

GSE

En el caso de una matriz simpléctica (relación con cuaterniones)

H2N×2N =

(
X Y
−Y ∗ X∗

)
(5)

donde X ,Y ∈ CN×N .

Simetrizamos
Hsc = (H + H ′)/2 (6)

Se tienen 2p eigenvalores, λ ∈ {λ1, λ1, . . . , λp, λp}.

Esta es la receta para construir una matriz del ensemble simpletico
gaussiano (GSE).
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Introducción

Densidad espectral promedio

¿Cómo se calcula la forma de los histogramas de N ×m eigenvalores a partir de la
jpdf ρ(λ1, . . . , λN)?
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Introducción

Clasificación de ensembles de matrices aleatorias

Matrices de Wigner, Ensemble Gaussiano, Wishart-Laguerre
⇒ No free lunch
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Introducción

Clasificación de ensembles de matrices aleatorias

Entradas independientes: el primer grupo de la izquierda reúne modelos
matriciales cuyas entradas son variables aleatorias independientes, módulo los
requisitos de simetŕıa. Las matrices aleatorias de este tipo suelen denominarse
matrices de Wigner. Ejemplos: matrices de adyacencia de gráficos aleatorios
o matrices con entradas de ley de potencias independientes.

Invarianza rotacional: el segundo grupo de la derecha se caracteriza por la
llamada invariancia rotacional. En esencia, esta propiedad significa que dos
matrices cualesquiera que estén relacionadas mediante una transformación de
similitud H(2) = UH(1)U ′ ocurren en el ensemble con la misma probabilidad.

Intersección: ¿Qué pasa con la intersección entre las dos clases? ¡Resulta
que solo contiene el conjunto gaussiano!
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Elementos de matrices aleatorias

Trazas normalizadas y promedios de muestra

Podemos generalizar la noción de valor esperando y momentos de la probabilidad
clásica hacia matrices aleatorias grandes.

Resulta que el análogo adecuado de valor esperado es el operador de traza
normalizado definido para la matriz aleatoria A de dimensión N × N como

φ(A) =
1

N
E[TrA] (7)

La normalización por 1/N es para que el operador sea finito en N →∞. Por
ejemplo φ(1) = 1 independientemente de la dimensión.

En el caso de funciones polinomiales de la matriz A la traza de la función se puede
calcular sonbre los valores propios 2

1

N
Tr(F (A)) =

1

N

N∑
k=1

(λk) (8)

2Propiedad ćıclica de la traza
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Elementos de matrices aleatorias

Trazas normalizadas y promedios de muestra

De aqúı en adelante denotaramos 〈·〉 como el promedio sobre los valores propios
de una realización de A

〈F (λ)〉 :=
1

N

N∑
k=1

(λk) (9)

En el caso de las matrices aleatorias, muchas cantidades escalares como φ(F (A))
no fluctuan de muestra en muestra, o en otras palabras, tales fluctuaciones
tienden a cero en ĺımite de N grande.

A este fenómeno se le conoce en f́ısica como self-averaging, mientras que los
matemáticos hablan de concetration of measure

φ(F (A)) =
1

N
E[Tr(F (A))] ≈ 〈F (λ)〉 para una realización de A (10)
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Elementos de matrices aleatorias

Trazas normalizadas y promedios de muestra

Cuando los valores propios de una matriz aleatoria A convergen a una densidad
bien definida φ(λ) podemos escribir

φ(F (A)) =

∫
ρ(λ)F (λ)dλ (11)

Utilizando F (A) = Ak es posible definir el k-ésimo momento de una matriz
aleatoria

mk = φ(Ak) (12)

Particularmente, la ráız cuadrada de m2 satisface los axiomas de norma y se le
conoce como la norma de Frobenius de A

||A||F :=
√
m2 (13)
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Elementos de matrices aleatorias

Ensemble de Wigner

Hemos definido a una matriz de Wigner como una matriz simétrica (X=X’) con
entradas gaussianas de media cero (aunque pueden ser definidas de manera más
general).

Los primeros momentos de las matriz de Wigner X están dados por

φ(X ) = 1
N E[TrX ] = 1

NTrE[X ] = 0 (14)

φ(X 2) = 1
N E[TrXX ′] = 1

N E
[∑N

ij=1 X
2
ij

]
= 1

N [N(N − 1)σ2
od + Nσ2

d ] (15)

donde σ2
d , σod

2 son la varianza en la diagonal y fuera de la diagonal,
respectivamente.

Para respetar la invariancia rotacional y mantener el segundo momento finito
elegimos σ2

d = 2σ2
od = σ2/N.

De esta manera, hemos definido al ensemble ortogonal gaussiano (GOE) a través
de sus dos primeros momentos.
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Elementos de matrices aleatorias

Invariancia rotacional

Debemos recordar que para rotar a un vector v uno aplica una matriz de rotación
O : w = Ov , donde O es una matriz ortogonal O ′ = O−1 tal que OO ′ = 1.

Observaciones:

En general O no es simétrica.

Para rotar la base de la matrix X uno aplica X̃ = OXO ′

Los valores propios de X̃ son los mismos de X .

Los vectores propios son {Ov}, donde {v} son los vectores propios de X .

Un ensemble de matrices aleatorias rotacionalmente invariante es tal que la matriz

OXO ′ es igual de probable que X misma, es decir, OXO ′
in law

= X
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Elementos de matrices aleatorias

Invariancia rotacional

Una forma de observar la invariancia rotacional del ensemble de Wigner es a
través de la densidad conjunta de sus elementos de matriz

P({Xij}) =

(
1

2πσ2
d

)N (
1

2πσ2
od

)N(N−1)/2

exp

{
−

N∑
i=1

X 2
ii

2σ2
d

−
N∑
i<j

X 2
ij

2σ2
od

}
, (16)

donde solo los elementos diagonales y de la diagonal superior son variables
independientes.

Aśı, con la elección σ2
d = 2σ2

od = σ2/N. tenemos

P({Xij}) ∝ exp

{
− N

4σ2
TrX 2

}
(17)

Bajo el cambio de variable X → X̃ = OXO ′ el argumento de la exponencial es
invariante.

En general, una matriz , será rotacionalmente invariante cuando su densidad
conjunta de probabilidad de sus elementos pueda ser escrita como
P({Mij}) ∝ exp{−NTrV (M)}, donde V (·) es una función arbitraria.
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Elementos de matrices aleatorias

Resolvente y transformada de Stieltjes

Dada una matrix real simétrica A de dimensión N × N, su resolvente está dado
por 3

GA(z) = (z1− A)−1, (18)

donde z es una variable compleja definida fuera del dominio de los valores propios
de A. Entonces, la transformada de Stieltjes de A está dada por ( pizarrón )

gA
N (z) =

1

N
Tr(GA(z)) =

1

N

N∑
k=1

1

z − λk
, (19)

donde λk son los valores propios de A.

Por otro lado, para una matriz aleatoria A podemos definir su distribución
espectral emṕırica (ESD) llamada también densidad de valores propios muestrales

ρN(λ) =
1

N

N∑
k=1

δ(λ− λk), (20)

donde δ(x) es la función delta de Dirac.
3El formalismo del resolvente es una técnica para aplicar conceptos de análisis complejos al

estudio del espectro de ciertos operadores.
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Elementos de matrices aleatorias

Resolvente y transformada de Stieltjes

De esta manera, la transformada de Stieltjes se puede escribir como

gN(z) =

∫ ∞
−∞

ρN(λ)

z − λ
dλ (21)

Notese que gN(z) se comporta bien para cualquier z /∈ {λk : 1 ≤ k ≤ N}. En
particular, está bien definida en ∞:

gN(z) =

∫
ρN(λ)

z − λ
dλ =

1

z

∫
ρN(λ)

1− λ/z
dλ

=
1

z

∫
ρN(λ)

( ∞∑
k=0

(
λ

z

)k
)
dλ (serie geométrica)

=
1

z

∞∑
k=0

∫
ρ(λ)

(
λ

z

)k

dλ =
∞∑
k=0

1

zk+1

1

N
Tr(Ak),

1

N
Tr(A0) = 1.

(22)
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Elementos de matrices aleatorias

Resolvente y transformada de Stieltjes

Los casos de interés son las matrices aleatorias A tal que para valores grandes de
N las traces normalizadas de las potencias de A convergen a sus valores esperados

lim
N→∞

1

N
Tr(Ak) = φ(Ak) (23)

Se busca que para valores grandes de z , la función gA(z) converge a un ĺımite
determinista g(z) = limN→∞ E[gN(z)], equivalentemente

g(z) =
∞∑
k=0

1

zk+1
φ(Ak). (24)

Aśı, g(z) es la función generadora de momentos de A.

En el nivel de rigor de este curso, el conocimiento de todos los momentos de A es
equivalente al conocimiento de las densidad de valores propios de A.
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Elementos de matrices aleatorias

Resolvente y transformada de Stieltjes

De la misma manera, en el ĺımite N →∞ los polos de la ESD se fusionan, por lo
que

1

N

N∑
k=1

δ(λ− λk) ∼ ρ(λ) (25)

Aśı, la densidad ρ(λ) tiene un soporte extendido.Tenemos entonces

g(z) =

∫
supp[ρ]

ρ(λ)dλ

z − λ
(26)

La cual es la transformada de Stieltjes de la medida ĺımite ρ(λ)
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Elementos de matrices aleatorias

Densidad espectral ĺımite

Si conocemos la transformada de Stieltjes para un ensemble dado es posible
conocer su densidad espectral ĺımite

g(x − iε) =

∫
ρ(x ′)dλ

z − x ′
=

∫
dx ′

ρ(x ′)

x − iε− x ′

(
x + iε− x ′

x + iε− x ′

)
=

∫
dx ′

ρ(x ′)(x − x ′)

(x − x ′)2 + ε2
+ i

∫
dx ′ρ(x ′)

ε

(x − x ′)2 + ε2
.

(27)

Tomemos el ĺımite ε→ 0+ ( Pizarron )

lim
ε→0+

g(x − iε) = Pr

[∫
dx ′

ρ(x ′)

x − x ′

]
+ iπρ(x) (28)

Por lo que podemos escribir

ρ(x) =
1

π
lim
ε→0+

Im{g(x − iε)} (29)

Esto implica que si podemos calcular la transformada de Stieltjes en el plano
complejo es posible entonces obtener la densidad espectral ĺımite.
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Elementos de matrices aleatorias

Transformada de Stieltjes del ensemble de Wigner

Para encontrar la transforma de Stieltjes del ensemble de Wigner podemos usar el
método de la cavidad o self-consistent equation.

Este método consiste en encontrar una relación entre la transformada de Stiltjes
de una matriz de Wigner de tamaño N y una de tamaño N − 1.

En el ĺımite de N grande, ambas transformadas deben converger al mismo ĺımite,
con lo que obtenemos una ecuación auto-consistente que puede ser resuelta
relativamente fácil.

Entonces, deseamos calcular gX
N (z) cuando X es una matriz de Wigner con

Xij ∼ N(0, σ2/N) y Xii ∼ N(0, 2σ2/N). En el ĺımite de N grande, gX
N converge a

una función bien definida g(z).

Para esto necesitamos revisar la fórmula del complemento de Schur.
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Elementos de matrices aleatorias

Transformada de Stieltjes del ensemble de Wigner

El complemento de Schur relaciona los bloques de la inversa de una matriz con la
inversa de los bloques de la matriz original.

Resultado
Sea una matriz M invertible la cual dividimos en cuatro bloques

M =

(
M11 M12

M21 M22

)
y M−1 = Q =

(
Q11 Q12

Q21 Q22

)
, (30)

donde
[M11] = n×n, [M12] = n×(N−n), [M21] = (N−n)×n, [M22] = (N−n)×(N−n),
y M22 es invertible. Además, el entero n puede tomar cualquier valor entre 1 y
N − 1. Entonces, el bloque superior izquierdo de Q (n × n) está dado por

Q−1
11 = M11 −M12(M22)−1M21, (31)

donde el lado derecho se le conoce como el complemento de Schur del bloque M22

de la matriz M
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Elementos de matrices aleatorias

Transformada de Stieltjes del ensemble de Wigner

Usando la formula del complemento de Schur podemos calcular los elementos de
M = z1− X . Aśı M−1 = GX , y

1

(GX )11
= M11 −

N∑
k,l=2

M1k(M22)−1
kl Ml1, (32)

donde M22 es la submatriz de tamaño (N − 1)× (N − 1) de M tal que el primer
renglón y columna se ha removido.

Se argumenta que para N grande el lado derecho está dominado por sus valor
esperado con fluctuaciones pequeñas del orden O(1/

√
N). Por lo que sólo se

calculará su valor esperado, aunque es posible estimar también sus fluctuaciones.
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Elementos de matrices aleatorias

Transformada de Stieltjes del ensemble de Wigner

Notese que

E[M11] = z .

Las entradas de M22 son independientes de M1i = −X1i

Aśı, podemos tomar la esperanza parcial sobre los elementos {X1i} y obtener

EX1i

[
M1i (M22)−1

ij Mj1

]
=
σ2

N
(M22)−1

ii δij (33)

Entonces

EX1i

 N∑
k,l=2

M1k(M22)−1
kl Ml1

 =
σ2

N
Tr
(
(M22)−1

)
(34)

Además
1

(N−1)Tr
(
(M22)−1

)
es la transformada de Stieltjes de una matriz de Wigner

de tamaño N − 1 y varianza σ2(N − 1)/N

En el ĺımite de N grande, la transformada de Stieltjes debe ser independiente
del tamaño de la matriz, por lo que la diferencia entre N y N − 1 es
despreciable.
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Elementos de matrices aleatorias

Transformada de Stieltjes del ensemble de Wigner

Por lo anterior tenemos que

E

[
1

N
Tr
(
(M22)−1

)]
→ g(z) (35)

Aśı 1/(GX )11 tiende a un número determinista con fluctuaciones despreciables.
Entonces, en el limite de N grande

E

[
1

(GX )11

]
=

1

E [(GX )11]
(36)

De la invariancia rotacional de X y consecuentemente de GX , todos los elementos
diagonales de GX deben tener el mismo valor esperado

E[(GX )11] =
1

N
E[Tr(GX )] = E[gN ]→ g (37)
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Elementos de matrices aleatorias

Transformada de Stieltjes del ensemble de Wigner

Considerando todos los argumentos anteriores se obtiene la siguiente expresión
cuadrática para g(z):

1

g(z)
= z − σ2g(z) (38)

Con un poco de álgebra extra podemos obtener finalmente la ley del semićırculo
( pizarrón ) . . .

ρ(x) =
1

π

√
2− x2 (39)
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Elementos de matrices aleatorias

Ley del semićırculo

Teorema

Suponga que H = (A + A
′
)/2 es una matriz N × N, donde los elementos Ai,j son

variables aleatorias reales i.i.d. ∼ N(0, 1). Entonces, cuando N →∞ la función
de densidad espectral de H converge (a.s.) a la ley del semićırculo de Wigner:

ρ(x) =
1

π

√
2− x2 (40)
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Elementos de matrices aleatorias

Transformada de Stieltjes del ensemble de Wishart

De manera equivalente se puede encontrar una ecuación cuad́ratica en g(z) para el
ensemble de Wishart

1

g(z)
= z − 1 + q − qzg(z) (41)

de donde se obtiene la densidad de valores propios

ρ(λ) =

√
(λmax − λ)(λ− λmin)

2πqλ
, (42)

donde
λmax
min = (1±√q)2, q = p/n (43)
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Elementos de matrices aleatorias

Ley de Marcenko-Pastur

Teorema
Sea X una matriz de dimensiones p × n, donde los elementos Xi,j are i.i.d.
N(0, 1). Entonces, cuando p, n→∞, tal que p

n → q ∈ (0,∞), la densidad

espectral de eingenvalores de la matriz de Wishart W = n−1XX
′

converge (a.s.) a
la ley de Marcenko-Pastur a

ρ(λ) =

√
(λmax − λ)(λ− λmin)

2πqλ
, (44)

where
λmax
min = (1±√q)2. (45)

aMarchenko VA, Pastur LA. Distribution of eigenvalues for some sets of random
matrices. Sb. Math. 1967;114(4):507-36.
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Simulación

Ejemplo: ley de semićırculo

Se genera m = 10000 matrices para N = 8, y se producen los histogramas
normalizados de la muestra completa de m × N valores propios.

Para obtener los histogramas normalizados, se deben escalar por el factor 1√
βp

,

donde β = 1, 2, 4, para el caso GOE , GUE , y GSE ; respectivamente.

Se compara con el resultado anaĺıtico ρ(x) = 1
π

√
2− x2, llamada ley del

semićırculo de Wigner. Se tienen los siguiente resultados anaĺıticos para las cotas
del soporte de las distribuciones

±
√

2N (GOE)

±
√

4N (GUE)

±
√

8N (GSE)
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Simulación

Ejemplo: ley de semićırculo Notebook
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Simulación

Ejemplo: ley de Marcenko-Pastur Notebook
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